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Аннотация 

Статья является продолжением работы, связанной с ана-

лизом экономических теорий фирмы и построением  мате-

матической модели развития экономики фирмы с использо-

ванием векторной оптимизации. В продолжение этого нап-

равления  построена  численная модель ВЗЛП для практиче-

ской реализации моделирования развития экономики фирмы 

малого и среднего бизнеса. 

 
Modeling and forecasting of development of firmbased  

on vector optimization. (2. Small and medium business) 

Yuri Mashunin 

  
Аbstract  

Article is further work, the firm connected with the analysis of 

economic theories and creation of mathematical model of devel-

opment of economy of firm with use of vector optimization. The 

purpose of work is creation of numerical model of development 

of firm in the form of the vector problem of linear programming 

(VPLP) in which the set (vector) of criteria reflects the purposes 

of functioning of firm, the region and society. The methodology 

of the solution of a vector task is provided. Modeling and the 

forecast of development of firm of small and medium business is 

shown, (i.e. practical implementation of modeling of firm is pro-

vided). 

In work the following tasks are considered and solved. The nu-

merical model of development of firm in the form of VPLP is 

constructed. We built model with use of statistical and techno-

logical data, and also standard restrictions for resources (mate-

rial, labor, production capacities). For the solution of VPLP the 

methods based on normalization of criteria and the principle of 

the guaranteed result which are realized in the Matlab system 

are provided. We have shown that as a result of decision making, 

we receive the predicted optimum production volume and ac-

cording to sales. The received result corresponds to set of the 

chosen economic indicators of functioning of firm, the region 

and society. 
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Введение 
 

Фирма – это подсистема, которая является основным экономическим ис-

точником доходных статей бюджета и определяет социально-экономическое 

развитие муниципального образования, региона и государства в целом. Она 

также  является объектом, на который направлено государственное и рыночное 

регулирование экономики [1]. Ранее был проведен анализ основных экономи-

ческих проблем, характеризующих экономические теории развития фирмы [2]. 

Все они связаны с целенаправленностью деятельности и соответственно пове-

дением фирмы в обществе. Анализ показал, что дальнейшее развитие связано с 

теорией множественности целей, которая исходит из того, что у фирмы име-

ется не одна цель (прибыль, объем продаж, рост), а несколько. В русле этого  

направления  построена  численная модель развития экономики фирмы малого 

и среднего бизнеса, росту которого уделяют большое внимание в России
1
, ев-

ропейских странах [3–5] и Соединенных Штатах Америки [6, 7].  

 Целью работы является построение численной модели развития фирмы 

в виде векторной задачи линейного программирования, в которой вектор кри-

териев отражает цели функционирования фирмы, региона и общества. Пред-

ставлена методология решения векторной задачи. Показаны способы модели-

рования и прогноз развития фирмы малого и среднего бизнеса, (т. е. представ-

лена практическая реализация моделирования фирмы). 

Для реализации поставленной цели рассмотрены и решены следующие 

задачи:  

- проведено  построение численной модели развития фирмы в виде век-

торной задачи линейного программирования на основе технологических дан-

ных, векторный критерий такой задачи представляет множество показателей, 

характеризующих цели развития фирмы при стандартных ограничениях на ре-

сурсы (материальные, трудовые, производственные мощности);  

- для решения ВЗЛП представлены методы, основанные на нормализации 

критериев и принципе гарантированного результата [8–11], реализованные  

в системе Matlab [2];  

- показано, что в результате принятия такого решения получаем прогно-

зируемый оптимальный объем производства, соответственно продаж, который 

соответствует совокупности выбранных показателей. 

Математическая модель формирования стратегического плана 

Математическая модель формирования стратегического плана разви-

тия предприятия с учетом экстенсивных и интенсивных факторов роста – про-

изводительности труда, материалоемкости изделия, увеличения фондоотдачи 

на период t = T,1  лет – в соответствии с [2] построена как векторная задача 

линейного программирования:  

opt F(X(t))={Fq(X(t))={{max fqk(X(t))≡

qN

j 1

c
k

j
xj(t),  k= K,1 q}, q= Q,1 }, 

F1(X(t))={max fk(X(t)) ≡ 

N

j 1

c
k

j
xj(t),  k= K,1 1}},   

                                                           
1О развитии малого и среднего предпринимательства в Российской Федерации (с изм. и доп., 

вступ. в силу с 01.07.2014): ФЗ № 209-ФЗ от 24.07.2007 (ред. от 28.12.2013).  
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N

j 1

(aij(t)xj(t) - aij(t+1)) xj(t) (bi(t)+ bi(t+1)), i= M,1 , Mtr  M , Mmat  M,  

N

j 1

(aij 
f
(t)xj(t) - aij

f
(t+1)) xj(t) (bi

f
 (t)- bi

fizn
(t+1)+ bi

f
(t+1)), i= fondM,1 ,  

qN

j 1

(a q

ij
(t) - aij(t+1))xj(t)  (b

q

i (t)+ bi(t+1)), i= M,1 q,  q= Q,1 ,                          

N

j 1

 c k

j
xj(t)  bk (t), k K,                                                                                      

хj(t) uj(t), j= qN,1 , q= Q,1 ,  t= T,1 .                                                                    

где F(Х(t)) – векторный критерий, в котором подмножество критериев Кq опре-

деляет цели функционирования Q предприятий Fq(X(t)) (1), подмножество кри-

териев К1 характеризует цели функционирования фирмы в целом F1(X(t)) (2): 

совокупные объемы продаж, прибыли и добавленной стоимости, К = Кq К1;  

c k

j
– экономический показатель k-го вида k = K,1 , характеризующий единицу  

j-го вида продукции [2]. 

В приложении к малому и среднему бизнесу имеются количественные  

и качественные оценки показателей, определяющие принадлежность к данной 

группе предприятий. Обычно используются такие показатели, как организаци-

онно-правовая форма; численность работающих; величина годового оборота; 

объем произведенной продукции, услуг; валюта баланса
2
. В соответствии с ре-

комендациями Еврокомиссии, действующими с 1 января 2005 г., в странах – 

членах ЕС при оценке предприятия к сфере малого бизнеса исследуются три 

показателя (критерия): численность персонала, годовой оборот (выручка от ре-

ализации), размер активов [3, 4]. В США действует «Акт о малом бизнесе» – 

официальный документ, в котором установлены количественные показатели 

отнесения бизнеса к категории малого в зависимости от отрасли. Этот количе-

ственный критерий принято называть «стандартом размера» (Size Standard). 

Администрация по делам малого бизнеса (The U.S. Small Business Administ-

ration, SBA) проявляет гибкость в подходах к установлению признаков класси-

фикации малого бизнеса. SBA использует два основных показателя – макси-

мальный годовой доход и максимальное число работающих [6, 7].  

При построении математической модели формирования годового плана 

для предприятий малого и среднего бизнеса учитываются представленные эко-

номические показатели. Они находят отражение при формировании вектора пе- 

ременных, критерия и ограничений, накладываемых на функционирование 

фирмы. Построение модели базируется на том, что имеется одно подразделе-

ние (множество отдельных подразделений фирмы Q = 1). В итоге представлен-

ная выше модель для предприятий малого и среднего бизнеса в виде векторной 

задачи линейного программирования выглядит следующим образом: 

 opt F(X(t))={F1(X(t))={max fk(X(t)) ≡ c k

j
xj(t),  k= K,1 1};            (1) 

                                                           
2О развитии малого и среднего предпринимательства в Российской Федерации (с изм. и доп., вступ.  

в силу с 01.07.2014): ФЗ № 209-ФЗ от 24.07.2007 (ред. от 28.12.2013).  

j

N

1
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             F2(X(t)) = {min fk(X(t)) ≡ c k

j
xj(t),  k = K,1 2}};                        (2) 

              aij(t)xj(t)  bi(t), i = M,1 ;                                      (3) 

ciaij(t)xj(t)  bk (t), k K, хj(t)  uj(t), j=1,N ,                      (4) 

где F(Х(t)) – векторный критерий, у которого  подмножество экономических 

показателей (критериев) К1 требуется максимизировать, а К2 – минимизи-

ровать;  

X = {хj(t),  j = 1,N } – вектор переменных, каждая компонента которых 

определяет  количество j-го вида изделий, включенных в план; 

c k

j
– экономический показатель k-го вида k = K,1 1, характеризующий 

единицу j-го вида продукции, которые следует получить как можно выше (мак-

симизировать). К ним могут относиться объем продаж, c 1

j
= p 1

j
, прибыль  

c 2

j
= p 2

j
, добавленная стоимость c 3

j
= p dob

j
. Аналогично и для критериев ми-

нимизации k = K,1 2. 

Для решения векторной задачи линейного программирования  (1)–(4) ис-

пользуются методы, основанные на нормализации критериев и принципе  гаран-

тированного  результата, алгоритм решения которых представлен в [8–9]. Прак-

тические примеры моделирования и формирования производственного плана 

предприятия  на основе модели (1)–(4) с тремя критериями  показаны далее. 

Производственный план с критериями максимизации продаж, при-

были, добавленной стоимости. 

Рассматривается задача формирования производственного плана фирмы 

малого бизнеса. План предприятия представлен двумя переменными x1, x2, что 

позволяет показать геометрическую интерпретацию результатов решения.  По-

строение модели производственного плана предприятия проводим в три этапа: 

анализ исходных данных и постановка в виде векторной задачи линейного про-

граммирования; решение ВЗЛП при равнозначных критериях и заданном прио-

ритете; анализ результатов, принятие окончательного решения. 

Дано. Предприятие выпускает однородную продукцию двух видов N = 2. 

При производстве изделий используется один ресурс (материалы) М = 1.  

Обозначим: с 1

j
 – рыночная цена единицы продукции j–го вида, j  = 2,1 ,  

с 2

j
– прибыль, получаемая фирмой от продажи единицы продукции j–го вида,  

j = 2,1 ;  aij – норма расхода ресурсов,  показывающая, какое количество единиц 

i–го ресурса необходимо при производстве единицы продукции j–го вида.  

В совокупности aij представляют собой технологическую матрицу производ-

ства, числовые значения которых даны в таблице. В ней же показаны потенци-

альные возможности предприятия по каждому видов ресурсов bi,  i = 1, а также 

экономические  характеристики: доход с 1

j
, прибыль с 2

j
 и добавленная стои-

мость с 3

j
 от реализации единицы изделия каждого вида. 

j

N

1

j

N

1

j

N

1
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Затраты ресурсов и производственные показатели 

Вид 

ресурсов 

Затраты ресурсов 

на производство  

одного изделия 

Возможности 

фирмы  

по ресурсам 
Вид 1 Вид 2 

Доход от единицы продукции (руб.) c
1

j
, 

j=1,2 
20 120 Максимизировать 

Ресурсы (кг)  aj = {a1, a2} 4 5 b=120 

Стоимость единицы ресурса c1j (руб.) 2.5 2.5  

Обработка единицы ресурса c2j (руб.) – 

(зар/плата) 
1.25 21.3  

Себестоимость единицы ресурса  

cj = c1j +c2j (руб.) 
3.75 23.8  

Себестоимость единицы продукции  

pj = cj*aj (руб.) 
15 119  

Прибыль c
2

j
= c

1

j
- pj,  j =1,2 5 1 Максимизировать 

Добавленная стоимость c
3

j
= c

1

j
- c1j,  j=1,2  17.5 117.5 -//- 

Спрос на продукцию uj = {u1, u2} 28 20  

Объем выпускаемой продукции x1 x2 Определить 

 

Требуется определить производственный план предприятия, который 

включает показатели по номенклатуре (по видам изделий) и по объему, т. е. 

сколько единиц соответствующего вида изделия следует изготовить предприя-

тию,  чтобы доход, прибыль и валовая добавленная стоимость при их реализа-

ции были как можно больше, а затраты – меньше. Составить математическую 

модель задачи и решить ее. 

Решение. В качестве неизвестного примем x1 – количество изделий пер-

вого вида изготовленного на предприятии, аналогично x2 – количество еди-

ниц второго вида. Для производства такого количества изделий потребуется 

затратить 4x1 + 5x2 кг материала. Так как общий объем материала не может 

превышать 120 кг, то должно выполняться неравенство 4x1 + 5x2  120. Так 

как количество изготовляемых изделий не может быть отрицательным, то  

x1  0, x2   0.   

Если будет изготовлено x1, x2 единиц изделий соответствующего вида, то 

доход от их реализации составит f1(X) = 20x1 + 120x2. 

Цель производителя – получить максимальный доход от продажи изде-

лий. Эта целенаправленность может быть выражена в следующей математиче-

ской задаче (модель 2а [2]):  

max f1(X) ≡ 20x1 + 120x2 при ограничениях 4x1 + 5x2  120, x1  0, x2  0. 

Аналогично задачу можно сформулировать как определение максималь-

ной прибыли (модель 1 [2]): 

max f2(X) ≡ (5x1 + 1x2) при ограничениях 4x1 + 5x2  120, x1  0, x2   0 

и как определение максимальной валовой добавленной стоимости (мо-

дель 5): 
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max f3(X) ≡ (17.5x1 + 117.5x2) при ограничениях 4x1 + 5x2  120, x1  0,  

x2  0 (рис. 1). 
 

 
 

Рис. 1. Ограничения, результаты решения ВЗЛП (1)–(5) 

 

Целью производителя является получение максимально высоких доходов, 

прибыли и валовой добавленной стоимости от производства и продажи изде-

лий с учетом ограничений по материальным ресурсам. Отсюда целевую нап-

равленность можно выразить с помощью векторной задачи линейного про-

граммирования:  

opt F(X) = {max f1(X) ≡ (20x1 + 120x2);                               (5) 

                  max f2(X) ≡ (5x1 +1x2);                                          (6) 

                  max f3(X) ≡ (17.5x1 +117.5x2)}                                     (7) 

при ограничениях:                       4 x1 + 5 x2  120,                                                  (8) 

    x1  28,  x2  20,  x1  0,  x2  0.                                       (9) 

В ВЗЛП формулируется следующее: требуется найти  неотрицательное 

решение x1, x2, в системе неравенств (8)–(9) такое, при котором функции f1(X),  

f2(X), f3(X) принимают  максимально возможное значение.  

Линейные функции f1(X), f2(X) и f3(X), максимум которых требуется опре-

делить, вместе с системой неравенств (8)–(9) образуют математическую модель 

годового плана предприятия (исходной задачи). ВЗЛП (5)–(9) является чис-

ленным вариантом модели (1)–(4). Ограничения и результаты решения задачи 

(8)–(9) графически представлены на рис. 1. 

 Для решения векторной задачи линейного программирования (5)–(9) ис-

пользуются методы, основанные на нормализации критериев и принципе га-

рантированного результата с равнозначными критериями и заданным приори-

тетом критерия [8, 9]. 
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Решение ВЗЛП при равнозначных критериях в системе Matlab 

Для решения векторной задачи линейного программирования (5)–(9) 

сформируем исходные данные в системе Matlab: 

cvec = [-20.0 -120.0; % объем продаж 

            -5.0 -1.0;  % объем прибыли 

            -17.5 -117.5] % объем валовой добавленной стоимости 

a = [4  5   % матрица линейных ограничений 

b = [120]   % вектор, содержащий ограничения (bi) 

Aeq = []; beq = []  % ограничения типа равенства 

 Lb = [0  0]   % вектор ограничений на переменные – нижний   

 Ub = [28  20]  % и верхний уровень.   

Алгоритм решения ВЗЛП (5)–(9) представим последовательностью шагов.  

Шаг 1. Решение по каждому критерию. 

1. Решение по первому критерию (5) (т. е. реализуется модель 2а [2] мак-

симального объема продаж): 

[x1max,f1max] = linprog(cvec(1,:), a, b, Aeq, beq, lb, ub), 

где выражение в скобках (…) – это исходные данные; выражение в квадратных 

скобках […] – результаты решения; x1max – вектор оптимальных значений пе-

ременных (точка оптимума) по первому критерию; f1max – величина целевой 

функции в этой точке: X *

1
= x1max ={x1 = 28.0, x2 = 1.6}; f *

1
= f1max = -141.6. 

2. Решение по второму критерию (6) (т. е. реализуется модель 1[2] – полу-

чение максимальной прибыли): 

[x2max, f2max] = linprog(cvec(2,:), a, b, Aeq, beq, lb, ub); 

X = x2max ={x1 = 5.0, x2 = 20.0}, f = f2max = -2500. 

3. Решение по третьему критерию (7) (т.е. реализуется модель 5 [2]  мак-

симальной валовой добавленной стоимости – японская модель): 

[x3max,f3max] = linprog(cvec(3,:), a, b, Aeq, beq, lb, ub); 

X = x3max = {x1 = 5.0, x2 = 20.0}, f = f3max = -2437.5.  

Полученные точки оптимума X = x1max, X = x2max, X = x3max  пока-

заны на рис. 1, при этом X = X . 

Шаг 2. Определяется наихудшая точка оптимума по каждому критерию 

(антиоптимум) путем умножения критерия на минус единицу. 

1. Решение по первому критерию (5): 

[x1min, f1min] = linprog(-1*cvec(1,:), a, b, Aeq, beq, lb, ub), 

где x1max – вектор оптимальных значений переменных (антиоптимума) по 

первому критерию; f1min – величина целевой функции в этой точке:  

X 0

1
= x1min ={x1 = 0.0, x2 = 0.0};  f 0

1
= f1max = 0. 

2. Решение по второму критерию (6): 

 [x2min, f2min] = linprog(-1*cvec(2,:), a, b, Aeq, beq, lb, ub); 

X 0

2
= x2min = {x1 = 0.0, x2 = 0.0}, f 0

2
= f2min = 0. 

3. Решение по третьему критерию (7): 

[x3min,f3min]  =linprog(-1*cvec(3,:), a, b, Aeq, beq, lb, ub); 

X
0

3 = x3min = {x1 = 0.0, x2 = 0.0}, f
0

3 = f3min = 0.  

2

*

2

*

*

3

*

3

1

*

2

* *

3

2

* *

3



 
 

 
Ю.К. Машунин // Известия ДВФУ. Экономика и управление. 2. 2016. 3–15   

 
10 

Полученные точки оптимума X 0

1
=X 0

2
=X

0

3 = 0 показаны на рис. 1. 

Шаг 3. Выполняется системный анализ критериев в ВЗЛП (5)–(9) (т. е. 

анализируется система трех критериев в точках оптимума). Для этого в опти-

мальных точках X , X , X  определяются величины целевых функций:  

F(X
*
)=

Kq

Kk
kq Xf

,1

,1

* )(
 
и относительных оценок (X

*
)=

Kq

Kk
kq X

,1

,1

* )( .  

Относительная оценка по каждому критерию определяется  по формуле 

k(X) =
o

k

*

k

o

kk

ff

 (X) - ff
, k K,                                     (10) 

где fk(X) – величина k-го критерия в точке X S; f
k

– величина k-го критерия  

в точке оптимума X
*

S, полученная на первом шаге по k-му критерию; f o

k
– 

наихудшая величина k-го критерия на допустимом множестве S, полученная на 

втором шаге. 

В системе Matlab вычисление этих функций будет следующим: 

f=[cvec(1,:)*x1 cvec(2,:)*x1 cvec(3,:)*x1; 

     cvec(1,:)*x2 cvec(2,:)*x2 cvec(3,:)*x2; 

     cvec(1,:)*x3 cvec(2,:)*x3 cvec(3,:)*x3]; 

d1=- f1max- f1min  d2=- f2max- f2min  d3=- f3max- f3min;    

L=[(-f(1,1)- f1min )/d1 ( -f(1,2)-f2min)/d2 (-f(1,3)- f3min )/d3; 

      (-f(2,1)- f1min )/d1 ( -f(2,2)-f2min)/d2 (-f(2,3)- f3min )/d3;  

      (-f(3,1)- f1min )/d1 ( -f(3,2)-f2min)/d2 (-f(3,3)- f3min )/d3]. 

В результате решения получим: 

f =  = 

2437.5  2500.0  45.0

2437.5  2500.0  45.0

678.0   752.0  141.6

, 

L = = 

1.00  1.00  0.32

1.00  1.00  0.32

0.28  0.30  1.00

    

Из матрицы L = (X
*
) следует, что в оптимальных точках X , X , X  

критерии первый, второй и третий равны 1,0 от своих оптимальных величин.  

Шаг 4. Строится -задача: 
o
 = max                                                     (11) 

при ограничениях:              -
0

11

0

121 12020

ff

 fxx
*

  0,                                       (12) 

 - 
0

22

0

221 15

ff

 fxx
*

  0,       - 
0

33

0

321 5.1175.17

ff

 fxx
*

  0,           (13) 

4 x1 + 5 x2  120, x1  28,  x2  20,  x1  0,  x2  0.                        (14) 

1

*

2

* *

3

)()()(

)()()(

)()()(

*

33

*

32

*

31

*

23

*

22

*

21

*

13

*

12

*

11

XfXfXf

XfXfXf

XfXfXf

)()()(

)()()(

)()()(

*

33

*

32

*

31

*

23

*

22

*

21

*

13

*

12

*

11

XXX

XXX

XXX

1

*

2

* *

3
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Для решения задачи (11)–(14) в системе Matlab задаются следующие па-

раметры: kL = [-1.  0.  0.] % коэффициенты целевой функции;  

a0 = [1.  -20./d1    -120./d1;  % матрица линейных ограничений; 

         1.  -5./d2      -1./d2;  

         1.  -17.5/d3  -117.5/d3;  

         0.   4.            5.]  

b0 =  [ -f1min/d1 – f2min/d2 – f3min/d3 120.] % вектор ограничений (bi);  

lbo = [0.  0.  0.]; % вектор ограничений – нижний; 

ubo = [1. 500. 400.] % и верхние пределы;  

Обращение к функции linprog представлено в виде 

[Xo, Lo] = linprog(kL, a0, b0, Aeq, beq, lbo, ubo). 

Результаты решения -задачи: 

оптимальные значения переменных: X
o 

= {  = 0.6493, x1 = 16.175, 

 x2 = 11.06}; 

оптимальное значение целевой функции: 
o
= 0.64693. 

Точка оптимума  X
o
={x1 =16.1753, x2 = 11.0598} показана на рис 1, пред-

ставим ее и 
o
 в трехмерном изображении (рис. 2).  

 

 
 

Рис. 2. Критерии, результаты моделирования производственного плана 

 

Выполним проверку, для чего в оптимальной точке X
o
 определим  

величины целевых функций F(X
o
) = {fk(X

o
), k = K,1 } и относительные оценки  

(X
o
) = { k(X

o
),  k = K,1 }:  

fXo = [cvec(1,:)*Xo(2:3) cvec(2,:)*Xo(2:3) cvec(3,:)*Xo(2:3)]; 

LXo = [(- fXo(1) - f1min )/d1 ( - fXo(2) - f2min)/d2 (-fXo(3) - f3min )/d3]. 

В результате решения получим: 

fXo = [f1(X
o
) = 91.9,  f2(X

o
) = 1650.7, f3(X

o
) = 1582.6,  

1(X
o
) = 0.6493, 2(X

o
) = 0.6603, 3(X

o
) = 0.6493, т. е. 

o
  k(X

o
), k = 1,2,3.  
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Текст программы в системе Matlab выделен курсивом. 

На рис. 2 представлены три нормализованные плоскости 1(X), 2(X), 

3(X) (плоскости 2(X), 3(X) совпадают) и область ограничений, общий вид 

которых показан на рис. 1. Область ограничений искусственно опущена до 

уровня (X) = -0.5 (чтобы ограничения были видны на рисунке). На этом ри-

сунке нормализованные плоскости  объемов продаж 1(X) пересекаются с при-

былью 2(X) и 3(X). Точка пересечения есть X
o
, где 

o
 = min( 1(X

o
), 2(X

o
), 

3(X
o
)) = 0,6493. Любая попытка увеличить один из критериев приводит  

к уменьшению других критериев, т. е. точка X
o 

оптимальна по Парето, а 
o
 – 

гарантированный результат в относительных единицах. 

В рассматриваемом примере второй критерий больше 
o 

, а относитель-

ные оценки по первому и третьему критерию равны между собой и равны 
o
 – 

максимальному относительному уровню:  
o 
= 1(X

o
) = 3(X

o
), 1,3 K, X

o
S. 

В соответствии с теоремой 2 эти критерии наиболее противоречивы, по-

этому дальнейшие исследования ВЗЛП или моделирования с производственной 

точки зрения должны вестись с учетом этих критериев.  

Решение ВЗЛП при приоритете критерия в системе Matlab. 

На рис. 2 множество Парето лежит на отрезке X  X , а точка оптимума 

X
o
 разделяет его на два подмножества. Первое характеризуется тем, что 1(X) > 

> 2(X), 3(X), т.е. первый критерий имеет приоритет над остальными, а второе 

тем, что 2(X), 3(X) > 1(X), т.е. второй и третий критерии имеют приоритет  

в сравнении с первым. Рассмотрим выбор точки из первой и второй области 

приоритета. 

 Решение ВЗЛП при приоритете первого критерия. В этом случае от-

носительные оценки лежат в пределах: 

1(X
o
) = 0.6493  1(X)  1.0 = 1(X1 ), 

2(X
o
) = 0.6603 ≥ 2(X) ≥ 0.3008 = 2(X1 ), 

3(X
o
) = 0.6493 ≥ 3(X) ≥ 0.2782 = 3(X 1 ), 

и соответственно приоритет первого критерия над остальными  

      p
1

k (X
o
) = 1(X

o
)/ k(X

o
),  p

1

k (X k ) = 1(X k )/ k(X k ), 

k =1, 2, 3 лежит в пределах: 

p
1

1 (X
o
) = 1.0  p

1

1 (X)  1.0 = p
1

1 (X1 ), 

p
1

2 (X
o
) = 0.98  p

1

2 (X)  3.32 = p
1

2 (X1 ), 

p
1

3 (X
o
) = 1.0  p

1

3 (X)  3.59 = p
1

3 (X 1 ). 

Зададим вектор приоритетов Pz1={Pz11=1; Pz12=2; Pz13=2} и вставим  

в -задачу (11)–(14):  
o
 = max                                                         (15) 

при ограничениях:           -1*
0

11

0

121 12020

ff

 fxx
*

  0,                                      (16) 

 - 2*
0

22

0

221 15

ff

 fxx
*

  0,                                          (17) 

1

*

2

*
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 - 2*
0

33

0

321 5.1175.17

ff

 fxx
*

  0,                                 (18) 

 4 x1 + 5 x2  120,                                                  (19) 

x1  28,  x2 20,  x1 0,  x2 0.                                   (20) 

В исходных данных  -задачи изменится матрица: 

a0 = [1. -5./d1*Pz11    -1./d1*Pz11; 

        1. -20./d2*Pz12   -120./d2*Pz12; 

        1. -17.5/d3*Pz13 -117.5/d3*Pz13; 

        0. 4. 5.] 

Результаты решения -задачи:  

оптимальные значения переменных – X
o

1 ={ =0. 8576,  x1=23.2, x2=5.4402};  

оптимальное значение целевой функции – 
o

1 = 0. 8576. 

Точка оптимума X
o

1 ={x1=23.1997, x2 = 5.4402} показана на рис. 1 и рис. 2. 

Выполним проверку, для чего в оптимальной точке X
o

1 определим величины 

целевых функций F(X
o

1 ) = {fk(X
o

1 ), k = K,1 } и относительных оценок (X
o

1 ) = 

={ k(X
o

1 ),  k = K,1 }. В системе Matlab это будет выглядеть следующим образом: 

fXo1=[cvec(1,:)*Xo1(2:3) cvec(2,:)*Xo1(2:3) cvec(3,:)*Xo1(2:3)]; 

LXo1=[ (- fXo1(1)- f1min )/d1 ( - fXo1(2)-f2min)/d2 (-fXo1(3)- f3min )/d3]. 

В результате решения получим: 

fXo1= [f1(X
o

1 ) = 121.4,  f2(X
o

1 ) = 1116.8, f3(X
o

1 ) = 1045.2;  

1(X
o

1 ) = 0.8576, 2(X
o

1 ) = 0.4467, 3(X
o

1 ) = 0.4288. 

Умножим на вектор приоритетов: 

LXo1Pz = [LXo1(1)*Pz11 LXo1(2)*Pz12 LXo1(3)*Pz13]; 

1(X
o

1 ) = 0.8576, 2(X
o

1 ) = 0.8935, 3(X
o

1 ) = 0.8576,  

т. е. 
o
  k(X

o
), k =1,2,3. 

Результаты решения при равнозначных критериях, при заданном приори-

тете первого или третьего критерия служат основой для принятия окончательно-

го управленческого решения. А в общем случае представленная методика дает 

возможность выбора любой точки из множества точек, оптимальных по Парето. 

Заключение 

Математическая модель формирования развития фирмы, представленная 

векторной задачей линейного программирования, в частности для малого и 

среднего бизнеса, позволяет сформировать систему рекомендаций для эконо-

мического поведения управляемой системы (фирмы) на некоторый период вре-

мени. Система рекомендаций является заключительным этапом развития тео-

рии управления фирмой и направлена на создание методологических основ 

оценки эффективности управления, которые включают цели, принципы, крите-

рии и методы оценки эффективности управления. По сути, эта система позво-

ляет представить, во-первых, прогноз объема продаж и затрат, определяющих 
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развитие производства продукции в фирме, и, во-вторых, прогноз системных 

показателей, характеризующих социальную направленность развития региона, 

государства. К таким показателям  относятся налоги, которые в совокупности  

с налогами других фирм определяют доходную часть региона, и добавленная 

стоимость, являющаяся основой валового регионального продукта и валового 

национального дохода государства.  
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