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Аннотация 

Представлена методология моделирования исследования 

структуры рынка, на основе раннее опубликованной мате-

матической модели в виде векторной задачей математиче-

ского программирования. Показана модель рынка, которая 

построена таким образом, что учитывает, во-первых, це-

ленаправленность каждого производителя, во-вторых, це-

ленаправленность каждого потребителя. Базовая модель 

рынка представлена векторной задачей с четырьмя крите-

риями, которые отражают цели двух производителей и 

двух потребителей. Методология принятия оптимального 

решения показана на решении численной векторной задачи 

линейного программирования – модели рынка совершенной 

конкуренции с двумя производителями и двумя потребите-

лями. При исследовании структуры рынка совершенной 

конкуренции показана социальная направленность участни-

ков рынка – как производителей, так и потребителей.  

 
Theory, mathematical modeling and forecasting  

of market development 

(2. Structure of the market)  

Yuriy Mashunin 

  
Аbstract  

The methodology of modeling the market structure research is 

presented on the basis of the earlier published mathematical 

model in the form of a vector problem of mathematical pro-

gramming. The market model is shown, which is constructed in 

such a way that it takes into account, firstly, the purposefulness 

of each producer, and secondly, the pur-posefulness of each 

consumer. The basic market model is represented by a vector 

problem with four criteria that reflect the objectives of the two 

producers and two consumers. The methodology of making the 

optimal decision is shown in the solution of the numerical vector 

problem of linear programming – the model of the market of 

perfect competition with two producers and two consumers. 

When studying the structure of the market of perfect competi-

tion, the social orientation of the market participants – both 

producers and consumers – is shown.includes the purposes only 

of consumers. The methodology of optimal decision-making is 

shown on the solution of a numerical vector problem -making is 

shown on the solution of a numerical vector problem is provid-

ed). 

In order to set an effective work objective the following tasks 

were considered and solved: the numerical model for firm devel-

opment in the form of VPLP was constructed; the model was 

built using statistical and technological data, and standard re-

strictions for resources (material, labor, production capacities); 

additionally the VPLP solution methods based on criteria nor-

malization and the principle of guaranteed result conducted in 

the Matlab system are provided as well.  

This study shows that as a result of decision making, the predict-
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When studying the structure of the market of perfect competition, the social orientation of the market 

participants – both producers and consumers – is shown. 

 
Введение 
 

Одной из важнейших проблем эконометрики является проблема построе-

ния модели рынка, исследования его структуры,  моделирования и, как след-

ствие, принятия оптимальных решений по его развитию. В предыдущей работе 

[1] была  представлена и исследована модель рынка с одним продуктом, в ос-

нове которой установлен баланс между спросом и предложением, отраженный 

функциями  спроса, предложения. Этим вопросам построения модели рынка 

уделяется достаточно большое внимание в развитых странах мира [2–12]. 

Большинство моделей  рынка строилось по принципу установления конкурент-

ного равновесия, т.е. баланса совокупного предложения и спроса [7]. Но в этих 

агрегированных моделях  рынка отсутствовала конкуренция как между произ-

водителями и потребителями, а также  не отражена целенаправленность дей-

ствий участников рынка (производителей и потребителей), которая и является 

основой конкуренции. Модель рынка должна отражать не только баланс между 

предложением и спросом, но и  целенаправленность каждого участника рынка 

с учетом их общей взаимосвязи. Такой математической моделью, которая 

наряду с балансом может отразить целенаправленность каждого участника 

рынка, является векторная (многокритериальная) задача математического про-

граммирования [13–17].  

Цель данной работы состоит в построении модели рынка, в которой от-

ражена целенаправленность каждого производителя (фирмы) и каждого потре-

бителя. На базе такой модели исследована структура рынка. Решена численная 

задача моделирования рынка совершенной конкуренции.  

Для достижения поставленной цели построены математическая модель 

производителя (фирмы) [17] и модель потребителя. Путем объединения мате-

матических моделей всех производителей и всех потребителей предложений  

рынка построена математическая модель рынка в виде векторной задачи мате-

матического программирования (ВЗМП), которая решает вопросы целенаправ-

ленности участников рынка (конкуренции) в совокупности.  

Построена базовая модель рынка, которая включает  двух производите-

лей и двух потребителей, на основе которой исследована структура рынка.  

Решение ВЗМП основано на нормализации критериев и принципе  гарантиро-

ванного  результата. Методология моделирования рынка представлена на чис-

ловом примере рынка совершенной конкуренции. 

1. Модель рынка,  

определяющая целенаправленность  

всех производителей и всех потребителей 

Рынок представляет собой систему экономических взаимоотношений 

между производителями продукции и потребителями, определяемую свобод-

ными ценами на товар в зависимости от спроса и предложения [13–14] (рис. 1). 

Первая подсистема рынка представлена Q производителями: q = Q,1 , где 

Q – число, q – индекс, а Q – множество индексов производителей (фирм),  

Q  1,Q ; вторая подсистема представлена L потребителями продукта отрасли:  
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l = L,1 , где l – индекс, L – число, L – множество потребителей; третья подси-

стема связующая – товар. 

 

 
 

 Рис. 1. Схема рынка и взаимосвязь с моделью 

 

Цель любого производителя продать как можно больше товара по 

наиболее возможно высокой цене с тем, чтобы получить, возможно высокую 

прибыль. Такую целенаправленность производителя представим в виде задачи 

линейного программирования: 

qQmaxfq(X) =


L

l 1

pqxql                                          (1) 

при ограничениях           


L

l 1

aqxq l bq , qQ,                                                     (2) 

xql  0, q =1,Q , l = L,1 ,                                              (3) 

где X = {xql, q =1,Q , l = L,1 } – вектор переменных, определяющий объемы про-

дукции, произведенные в q-й фирме и проданные l-му потребителю за некото-

рый конечный период времени tT, (время указывать не будем); 

cq – стоимость единицы товара, установленная q-й фирмой на рынке (для 

всех потребителей одинакова); cqxql  –  объем денежных средств, полученных  

q-й фирмой на рынке от l-го потребителя;  fq(X) = 

L

l 1
cqxql, – величина, кото-

рая характеризует объем денежных средств, полученных q-й фирмой на рынке 

от всех потребителей; 

i = 1,M  – индекс и множество M всех видов ресурсов, которые исполь-

зуются при производстве продукции q-й фирмой; 

aiq, i = 1,M mat  – затраты i-го ресурса на единицу продукции, выпущенной 

q-й фирмой, MmatM; аналогично трудовые затраты, приходящиеся на единицу 

какого-либо вида продукции, i = 1,M tr, MtrM; прямые затраты, связанные  

с производственными мощностями на единицу продукции, MfM; 

производственная себестоимость единицы произведенной продукции 

(переменные затраты): aqv= qj

M

i

iiq

M

i

i

M

i

iqi acacac
ftrmat





111

, q = 1,Q  
–  

где ci – стоимость материальных трудовых ресурсов и мощностей; 
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себестоимость единицы произведенной продукции aq = aqv + aqd, q = 1,Q , 

где aqd  стоимость постоянных затрат, приходящаяся на единицу продукции; 

предполагаемая линейная функциональная зависимость роста затрат от 

объема выпускаемого продукта:  

L

l 1
aqxql, q =1,Q . 

pq = cq - aq – прибыль, получаемая фирмой при производстве единицы 

продукта, q =1,Q . 

biq, i = 1,M , q =1,Q – величина i-го ресурса, имеющегося на q-й фирме  

и использующегося при производстве продукта; bq= 

M

i 1
cibiq – финансовые 

возможности фирмы при производстве продукта, q = 1,Q .  

Заметим, что модель производителя (1)–(3) является линейным отобра-

жением функции предложения на товар "x" [1]: 


s

x = f(сх, cw, pr, hx),                                            (4) 

где 
s

x – количество требуемого товара "x"; сх – цена этого товара; cw – цена ис-

ходных ресурсов, необходимых для производства (например, цена на сырьё, 

заработную плату основных производственных рабочих и т. д.); pr – цена тех-

нологически однородных товаров; hx – значение любой другой переменной, 

влияющей на предложение товара на рынке. Функциональная зависимость
s

x  

может быть как линейной, так и нелинейной [11]. 

Цель любого потребителя купить необходимый объем товара по мак-

симально низкой цене и с наиболее высоким суммарным качеством. Это можно 

описать в виде задачи математического (линейного) программирования (ЗЛП): 

lLminfl(X) =


Q

q 1

cqxql                                       (5) 

при ограничениях  

b
min

l  




Q

q 1

cqxql  b
max

l , l = L,1 ,                                 (6) 

xql  0, q = 1,Q , l = L,1 ,                                        (7) 

где X = {xql, q = 1,Q , l = L,1 } – вектор переменных, определяющий объемы 

продукции, купленные l-м потребителем у q-го производителя (фирмы); он по 

своей величине совпадает с вектором переменных, определяющим действия 

производителя; 

b
min

l , b
max

l , l = L,1  
– минимальный и максимальный объемы финансовых 

средств, которые потребитель может выделить на покупку продукта от различ-

ных фирм. 

При покупке продукта главными мотивами, побуждающими потреби-

теля – "покупать–не покупать" являются: величина цены cq, установленная q-м 

производителем – потребитель стремится выбрать тот товар, у которого  

cq, qQ как можно меньше; набор характеристик товара: качество, место рас-

положения продажи, время доступа, реклама и д.р.  
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Заметим, что модель потребителя (5)–(7) является линейным отобра-

жением функции спроса на товар "x" [1]: 


d

x  
= f(сх, сy, bx, hx), 

где  d

x – количество приобретенного товара "x", сх  – цена этого товара, сy – цена 

взаимозаменяющего товара, bx – доход (бюджетные ограничения), hx – значение 

любой другой переменной, влияющей на спрос (затраты на рекламу, числен-

ность населения, качество продукции, транспортные расходы и другие потре-

бительские ожидания) [11].  

При увеличении количества факторов в (8) оптимизационная задача  

(5)–(7) становится нелинейной задачей математического программирования. 

Математическая модель рынка по своему функциональному назначе-

нию должна отражать целенаправленность участников рынка в совокупности. 

Для этого объединим множество Q – математические модели всех производи-

телей (1)–(3) и множество L модели всех потребителей (5)–(7), K = QL. В ито-

ге получим математическую модель рынка в виде векторной задачи математи-

ческого программирования (ВЗМП): 

optF(X) = {maxF1(X)={maxfq(X) =


L

l 1

pqxql, q= Q,1 ,                  (8) 

minF2(X)={minfl(X) =


Q

q 1

cqxql, l= L,1 },                            (9) 

maxfq(X
o
)=



Q

q 1




L

l 1

pqlxql,                                   (10) 

minfl(X
o
)=



L

l 1




Q

q 1

cqxql},                                    (11) 

b
min

l 


Q

q 1

cqxqlb
max

l , l= L,1 ,                                   (12) 




L

l 1

aqxql bq, q = Q,1 ,                                        (13) 

aq  с c
max

, xql  0, q = Q,1 , l = L,1 ,                            (14) 

где F(X) – векторная целевая функция (векторный критерий), X(t) = {xql(t),  

q =1,Q ; l = L,1 } – вектор переменных, определяющий объемы продукта, куп-

ленные l-м потребителем у q-го производителя (фирмы); 

(8) – критерии "Q" производителей, максимизирующих свои прибыли,  

pq  = (сq – aq) – прибыль, получаемая при производстве единицы продукции q-м 

производителем; (9) – критерии "L" потребителей, минимизирующих свои за-

траты за счет стоимости покупаемой продукции;  

(10), (11) – системные критерии, определяющие совокупное предложение 

и спрос соответственно; 

cq, xql, q =1,Q , l = L,1 – управляющие переменные, которые представлены 

в задаче произведением; если cq лежит в пределах (14), задача векторной опти-

мизации (8)–(14) нелинейна, если cq – const, задача векторной оптимизации  

(8)–(14) линейна;  
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(12) – ограничения по бюджетным (финансовым) возможностям "L" по-

требителей;  

(13) – ограничения по производственным мощностям "Q" производи-

телей;  

(14) – ограничения, связанные с неотрицательностью объемов произве-

денной и проданной продукции. 

Задача (8)–(14) представляет собой модель однопродуктового рынка, 

учитывающую целенаправленность всех участников рынка на дискретный пе-

риод tT. Для решения векторной задачи линейного программирования  

(8)–(14) используются методы, основанные на нормализации критериев и прин-

ципе гарантированного результата, которые дают возможность решать задачи 

при равнозначных критериях и заданном приоритете критерия [13, 14].  

В результате решения векторной задачи линейного программирования 

(8)–(14) – модели продуктового рынка – получим: 

точку оптимума Х
o 

= { x
o

ql , q =1,Q , l = L,1 } – объемов продуктов, произ-

веденных и проданных каждым производителем каждому потребителю за пе-

риод времени tT (верхний индекс “o”– optimum);  

величины целевых функций fk(X
o
), k =1, K , K=QL, в том числе fq (X

o
),  

q = 1,Q , определяют доходы каждого производителя; fl(X
o
), l = L,1  определяют 

затраты каждого покупателя;  

суммарный объем продаж всех производителей и финансовых затрат 

всех потребителей, которые равны между собой: 

fq(X
o
) = 



Q

q 1




L

l 1

(pql+aql)x
o

ql  = fl(X
o
) =



L

l 1




Q

q 1

c
o

x
o

ql ,          (15) 

суммарное предложение fq(X
o
), равное суммарному спросу fl(X

o
). Заметим, 

что состояние рынка – Х
 o

, при котором спрос равен предложению, называется 

равновесным, а цена – c
o

, при которой достигается равенство спроса и пред-

ложения, называется равновесной ценой; 

- нормализованные величины целевых функций: 

k(X
o
) = (fk(X

o
)-f

o

k )/(f
*

k -f
o

k ), k = K,1 ,                             (16) 

где  f
*

k – наилучшее решение по kK критерию,  f
o

k – наихудшее соответствен-

но, K = QL – множество критериев; 

- максимальную относительную оценку 
o
, которая является максималь-

ным нижним уровнем, до которого подняты обоюдные интересы всех произво-

дителей и потребителей в относительных оценках k(X
o
). Другими словами, 

o
 

является гарантированным результатом в относительных единицах. 
o
 гаранти-

рует, что в полученной оптимальной точке X
o
 все критерии (оценки производи-

телей и потребителей), измеренные в относительных единицах, равны или 

лучше 
o
: 


o 
 k(X

o
), k = K,1 , X

o
S.                                      (17) 

Любое увеличение интересов (критерия) производителя или потребителя 

приводит к ухудшению положения оставшихся участников рынка (производи-

телей и потребителей). 
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Вектор-функция  

F1(X) = {fq(X
o
), q = 1,Q }                                        (18) 

представляет собой вектор-функцию предложения, а вектор-функция 

F2(X) = {fl(X
o
), fl(X

o
), l = L,1 } –                                   (19) 

вектор-функцию спроса. 

Векторная задача математического программирования (8)–(14) пред-

ставляет собой математическую модель рынка и предназначена для моделиро-

вания поведения всех участников рынка при условии «что – если». Статистиче-

ские (регрессионные) модели, например «развитие спроса» [1],  дают прогноз, 

что будущий спрос наиболее вероятен, если потребитель и производитель бу-

дут вести себя (принимать решения) так  же, как в прошедший период. В отли-

чие от статистических моделей в математической модели рынка можно изме-

нять условия:  производственные мощности производителя (13), финансовые 

возможности потребителя (12) и т.д. Из полученного множества решений ли-

цом, принимающим решения (ЛПР), выбирается единственное, которое и явля-

ется прогнозом развития рынка. 

2. Математическое моделирование  

рыночных структур 

Под структурой рынка понимают совокупность элементов, определяю-

щих функционирование рынка. Сюда входят: число компаний, действующих на 

рынке и конкурирующих друг с другом, относительный размер этих компаний 

(концентрация), технологические и стоимостные показатели, условия спроса, 

условия предложения, а также степень открытости рынка для появления на нем 

новых компаний или ухода с него прежних участников [13]. 

Понятие структуры рынка  дает возможность оценить объемы спроса- 

предложения и определить линию поведения компании или потребителя про-

дукции на некоторый период времени.  

Структура рынка  зависит от ряда структурных характеристик, факторов, 

величина и значение которых во многом  определяют управленческие решения. 

К ним относятся: размеры компаний; численность продавцов, действующих на 

данном товарном рынке; доли, занимаемые продавцами на данном товарном 

рынке; концентрация в отрасли, технология, условия спроса и прочие рыноч-

ные условия.  В соответствии с изменениями  перечисленных выше факторов, 

рыночные структуры подразделяются на структуры с совершенной и несовер-

шенной конкуренцией.  

Для анализа сформулированных рыночных структур рассмотрим матема-

тическую модель (8)–(14) для наиболее простой ситуации, когда на рынке  

с одним товаром действуют два производителя и два потребителя этого про-

дукта. К такой модели наиболее близки модели-дуополии Курно, Штакельбер-

га, Бертрана и Эджуорта [11, 12], в которых рассмотрены взаимоотношения 

только двух производителей (фирм). Такую модель назовем базовой. 

Построение базовой математической модели рынка. 

Рассматривается рынок с одним товаром, в котором участвуют два про-

изводителя и два потребителя этого продукта.   

Введем обозначения: 

x1, x2 – объемы продукта0 проданные первым производителем, x3, x4– вто-

рым производителем первому и второму потребителю соответственно; 
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c1, c2, c3, c4 – фиксированные цены на продукт, позволяющие рассмат-

ривать задачу (8)–(14) как линейную; 

a1, a2, a3, a4 – затраты на производство продукта у обоих производителей; 

pi = ci-ai – прибыль от производства и продажи продукта у обоих произ-

водителей i = 1,...,4; 

b
min

l , b
max

l , l = 1,2 – минимальный и максимальный объемы финансовых 

средств, которые могут выделить на покупку продукта от разных фирм первый 

и второй потребители. 

bq – финансовые возможности фирмы при производстве продукта, q = 1,2. 

Базовую математическую модель рынка с двумя производителя и двумя 

потребителями (модель 2*2) в линейной постановке (т. е. цены на некоторый 

период времени постоянны) с учетом введенных обозначений представим  

в виде векторной задачи линейного программирования:  

opt F(X) = {max f1(X) = p1x1 + p2x2, max f2(X) = p3x3 + p4x4,             (20) 

         min f3(X) = c1x1 + c3x3 ,  min f4(X) = c2x2 + c4x4}                        (21) 

при ограничениях     b
min

1  ≤ c1x1 + c3x3 ≤ b
max

1 , b
min

2  ≤ c2x2 + c4x4 ≤ b
max

2 ,             (22) 

a1x1+ a2x2 ≤ b1,       a3x3 + a4x4 ≤ b2,                                   (23) 

x1, x2, x3, x4 0.                                                  (24) 

Математическая модель рынка (20)–(24) может использоваться для раз-

личных рыночных структур путем изменения соответствующих параметров, 

поэтому она названа базовой. Аналогично могут быть построены базовые мо-

дели большей размерности. 

Для решения векторной задачи (20)–(24) используем алгоритмы, осно-

ванные на нормализации критериев и принципе гарантированного результата. 

В модели такого рынка в зависимости от изменения параметров модели – цены 

на товар и ресурсные затраты – рассматриваются: 

а) модель с одинаковыми параметрами, что соответствует модели совер-

шенной конкуренции;  

б) модель олигополии, в которой параметры могут изменяться, т. е. у не-

которых фирм имеется возможность доминирования над другими фирмами по 

ценам, ресурсам и прочим параметрам;  

в) модель монополии, в которой имеется один критерий (20) – производи-

тели, и множество критериев (21) – потребители (в нашем примере два);  

г) модель монопсонии, в которой имеется и множество критериев (20) – 

производители и один критерий (21) – потребитель. 

Построение и исследование структуры рынка на основе численной 

модели совершенной конкуренции. 

Введем обозначения, уточняющие модель (20)–(24): 

c1= c2 = c3 = c4 = 50 – цены на продукт; a1 = a2 = a3 = a4 = 40 – затраты; 

p1 = p2 = p3 = p4 = (c1-a1 ) = 10 – прибыль от производства-продажи продукта; 

b
min

l =3500, b
max

l  
= 5000, l = 1,2; bq = 5000, q = 1,2. 

Связь спроса и предложения решена следующим образом. 

Спрос определяется: а) максимальной суммой, которую могут выделить 

потребители для своей покупки:  

x
max

1 +x
max

2  
= 200, где x

max

1 =x
max

2 =b
max

1 /c1 =b
max

2 /c2 = 100 единиц продукта,  
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cq(x
max

1 +x
max

2 ) = 10000 – ее стоимость;  

б) минимальной суммой, которая необходима для наименьшего потреб-

ления продукта: 

x
min

1 +x
min

2  
= 140, где x

min

1 =x
min

2 = b
min

1 /c1=b
min

2 /c2 = 70 единиц продукта 

cq(x
max

1 +x
max

2 ) = 7000 – ее стоимость. 

Предложение вытекает из того, что каждая фирма может изготовить не 

более x
max

q  
= bq/aq = 125, q = 1,2 единиц товара и с учетом стоимости cqx

max

q  
=  

= 6250. Это, с одной стороны, несколько больше, чем минимальная потреб-

ность одного потребителя, но меньше минимальной суммы потребностей обо-

их потребителей, т. е. 3500 = b
min

q  ≤ cqx
max

q  
≤  cq(x

min

1  
+ x

min

2 ) = 7000, а с другой 

стороны, сумма x
max

1 +x
max

2  
= 250 и ее стоимость cq(x

max

1 +x
max

2 ) = 7500 превышают 

максимальные потребности финансовых средств, которые могут выделить на 

покупку продукта от разных фирм оба потребителя.  

Следовательно, в модели (20)–(24) с установленными числовыми пара-

метрами, предложение превышает спрос, хотя модель может быть использова-

на и при других взаимоотношениях спроса и предложения. 

Математическая модель рынка с двумя производителями и двумя по-

требителями (модель 2*2) введенными параметрами представим в виде вектор-

ной задачи линейного программирования: 

opt F(X)={max f1(X) = 10x1 + 10x2, max f2(X) = 10x3+ 10x4,          (25) 

         min f3 (X) = 50x1 + 50x3 , min f4(X) = 50x2+ 50x4}                       (26) 

при ограничениях    3500 ≤50x1+50x3 ≤ 5000, 3500 ≤ 50x2+50x4 ≤ 5000,   (27) 

                  40x1+ 40x2 ≤ 5000,       40x3+ 40x4 ≤ 5000,                            (28) 

 x1, x2, x3, x4    0.                                                  (29) 

Для решения векторной задачи (25)–(29) используются методы, основан-

ные на нормализации критериев и принципе гарантированного результата [15, 

16]. Эти методы будут использоваться при решении векторной задачи линейно-

го программирования (25)–(29) с равнозначными критериями. 

Исследование модели совершенной конкуренции, представленной в виде 

векторной задачи (25)–(29), проведем для трех вариантов: 

а) моделирование поведения с учетом целенаправленности всех произво-

дителей и потребителей (четыре критерия – задача (25)–(29)). 

б) моделирование поведения только производителей (без учета целена-

правленности потребителей, т. е. используются два критерия (25), (27)–(29)); 

в) моделирование поведения только потребителей с использованием двух 

критериев (6.4.2) и ограничений (27)–(29). 

Моделирование поведения с учетом целенаправленности всех произ-

водителей и потребителей 

Решение векторной задачи – модели рынка с четырьмя равнозначными 

критериями представим задачей (25)–(29). Экономическая сущность решения 

векторной задачи (25)–(29) состоит в том, что в модели рынка все цели как 

производителей, так и потребителей уравниваются в виде относительных оце-

нок при совместной оптимизации. 
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Решение векторной задачи (25)–(29) при равнозначных критериях на ос-

нове нормализации критериев и принципе гарантированного результата со-

гласно [15, 16] представим в виде последовательности шагов. 
Шаг 1. Решается задача (25) –(29) по каждому критерию отдельно, ищет-

ся наилучшее  X
*

k ={xj,  j = N,1 }, k = K,1 , f
*

k = fk(X
*

k ), k = K,1 , (К = 4).  

В результате получим:  

по 1-му критерию X
*

1 ={x1 = 62.5, x2 = 62.5, x3 = 37.5, x4 = 37.5} – точка оп-

тимума (производитель),  f
*

1 = f1(X
*

1 ) = 1250.0; 

по 2-му критерию X
*

2 = {x1 = 37.5, x2 = 37.5, x3 = 62.5, x4 = 62. 5} – точка 

оптимума (производитель), f
*

2 = f2(X
*

2 ) = 1250.0 – величина целевой функции  

в этой точке; 

по 3-му критерию X
*

3 = {x1 = 35.0,  x2 = 50.0,  x3=35.0, x4 = 50.0} – точка  

оптимума (потребитель), f
*

3 = f3(X
*

3 ) = 3.5000 – величина целевой функции  

в этой точке; 

по 4-му критерию X
*

4 = {x1 = 50.0, x2 = 35.0, x3 = 50.0, x4 = 35.0} – точка опти-

мума (потребител),  f
*

4 = f4(X
*

4 ) = 3.5000 – величина целевой функции в этой точке. 

На первом шаге выполняется имитационное моделирование. Сначала 

предоставляются все ресурсы для выполнения цели первого производителя 

(критерий 1). В результате решения получаем величину прибыли f
*

1 = 1250.0, 

которую в дальнейшем будем использовать в относительных единицах равной 

1 (100 %). Аналогично предоставляются все ресурсы для выполнения цели вто-

рого производителя (критерий 2), затем цели первого потребителя (минимум 

величины затрат), которую также принимаем за 1 (100 %). Показатели X
*

1 , f
*

1  – 

это монополия для первого (X
*

2 , f
*

2  для второго) производителя, а X
*

3 , f
*

3  – мо-

нопсония для первого (X
*

4 , f
*

4  для второго) потребителя. Эти смоделированные 

показатели берем за цели, к которым стремится каждый участник рынка. 

Покажем точки оптимума  X
*

1 , X
*

2 , X
*

3 , X
*

4  соответственно в агрегиро-

ванной системе координат x1, x2. Область, ограниченная этими точками, явля-

ется областью множества точек, оптимальных по Парето (рис. 2). 

Шаг 2. Решается задача (25)–(29) по каждому критерию отдельно, ищет-

ся наихудшее решение (антиоптимум): X
o

k  
= {xj, j = N,1 }, f

o

k  
= fk(X

o

k ), k = K,1 . 

В результате решения задачи (25)–(29)получим:  

X
o

1  = {x1 = 7.5, x2 = 7.5, x3= 62.5, x4 = 62.5},  f1(X
o

1 ) = 150.0   (X1min) 

X
o

2  = {x1 = 62.5, x2 = 62.5, x3 = 7.5, x4 = 7.5},  f2(X
o

2 ) = 150.0  (X2min) 

X
o

3  = {x1 = 50.0, x2 = 50.0, x3 = 50.0, x4 = 50.0},  f3(X
o

3 ) = 1000  (X3max) 

X
o

4 = {x1= 50.0, x2 = 50.0, x3 = 50.0, x4 = 50.0},  f4(X
o

4 ) = 1000.0 (X4max) 

Шаг 3. Проводим системный анализ результатов оптимальных решений, 

полученных на первом шаге: X
*

k = {xj, j = 4,1 }, k = 4,1 . Определяем величины 

критериев в натуральных единицах: F = {fq(X
*

k ), k = K,1 , q = K,1 }. 
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 Рис. 2. Множество Парето и соответствующие оптимальные точки: 

X
*

1 , X
*

2  
,X

*

3 , X
*

4 и X
o 
в агрегированной системе координат x1, x2 

 

fk(X
*

k ) =

3500.0  0.0005   850.0   850.0 

0.0005   3500.0  850.0   850.0 

0.0005  0.0005  1250.0  0.507 

0.0005   0.0005  .0507  1250.0

44434241

34333231

24232221

14131211









)(Xf)(Xf)(Xf)(Xf

)(Xf)(Xf)(Xf)(Xf

)(Xf)(Xf)(Xf)(Xf

)(Xf)(Xf)(Xf)(Xf

****

****

****

****

  (30) 

Выполняем стандартную нормализацию критериев: 

k(X) = (fk(X) - f
o

k ) / (fk
*
- f

o

k ), k = K,1 ,                                 (31) 

где k(X), k =1, K– относительная оценка точки XS по k-му критерию, f
*

k ,  

k = K,1 – оптимальное решение по k-му критерию, полученное на первом шаге, 

f
o

k , k = K,1 – наихудшее решение по k-му критерию, полученное на втором  

шаге: f
o

k = 
SX

min fk(X), k = 2,1 , f
o

k = 
SX

max fk(X), k = 4,3 ;  

kK – относительная оценка k(Х), k = 1, K  лежит в пределах 0  k(X)  1. 

Отклонения на допустимом множестве Sпо каждому критерию равно 

dk = f
*

k - f
o

k , k = K,1 :d1 = 1100.0, d2 = 1100.0, d3 = -1500.0, d4 = -1500.0. 

k(X
*

k ) =

1.0     0.0   0.6364   0.6364 

0.0   1.0  0.6364   0.6364 

0.0    0.0      1.0  0.5455 

0.0   0.0   0.5455 01

4

44434241

34333231

24232221

14131211









)(Xλ)(Xλ)(Xλ)(Xλ

)(Xλ)(Xλ)(Xλ)(Xλ

)(Xλ)(Xλ)(Xλ)(Xλ

)(Xλ)(Xλ)(Xλ .)(Xλ

****

****

****

****

.  (32) 
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В точках оптимума нормализованные цели 
*

k = k(X
*

k ) =1, kК. При 

оптимизации к этим точкам должен стремиться каждый участник рынка. На это 

направлена -задача. 

Шаг 4. Построение -задачи осуществляется в два этапа. 

На первом этапе строится максиминная задача: 


o 
= 

X
max

Kk
min k(X),                                             (33) 

G(X)  B, xj  0, j = N,1 . 

На втором этапе введем дополнительную переменную: 

 = 
Kk

min k(X).                                                   (34) 

- это минимальный уровень среди всех относительных оценок в точке 

XS: 

  k(X), k = K,1 . 

Используя взаимосвязь (34) и (35), максиминную задачу (33) преобразу-

ем в однокритериальную -задачу: 


o
 = max ,                                                     (35) 

- (fk(X)-fk
o
)/(fk

*
-fk

o
)  0, k = K,1 , 

G(X)  B, xj   0, j = N,1 . 

-задача (35) решается стандартными методами.  

 В нашем примере -задача примет следующий вид: 


o
= max,                                                   (36) 

 -
o*

o

ff

fx  x

11

121 1010




 0,   -

o*

o

ff

fx  x

22

243 1010




 0,               (37) 

 -
o*

o

ff

fx  x

33

331 5050




 0,  -

o*

o

ff

fx  x

44

442 1050




 0,               (38) 

3500 ≤ 50x1+50x3 ≤ 5000, 3500 ≤ 50x2 + 50x4 ≤ 5000,                 (39) 

 40x1+ 40x2 ≤ 5000,       40x3 + 40x4 ≤ 5000,                          (40) 

x1, x2, x3, x4  0. 

Шаг 5. Решение -задачи.  

-задача – это стандартная задача линейного программирования, для  

ее решения используются стандартные методы, например функция Matlab: 

linprog (…). 

В результате решения -задачи получаем точку оптимума 

X
o
={x1=40.8929, x2=40.8929, x3=40.8929, x4=40.8929}  

и максимальную относительную оценку 
o
=0.6071, X

o 
(см. 

.
рис. 1); 

 f1(X
o
) = 817.9, f2(X

o
) = 817.9, f3(X

o
) = 4089.3, f4(X

o
)= 4089.3 – величины  

целевых функций в этой точке; 

1(X
o
) = 0. 6071, 2(X

o
) = 0. 6071, 1(X

o
) = 0. 6071, 2(X

o
) = 0. 6071 – вели-

чины относительных оценок в точке X
o
. 

Максимальная относительная оценка 
o
=0. 6071 является максимальным 

нижним уровнем для всех относительных оценок 
o 

= min(k(X
o
), k = 1,…,4),  
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т. е. гарантированным результатом в относительных единицах, который гаран-

тирует, что в полученной оптимальной точке X
o
 все критерии равны или лучше 


o
, т. е. выполняются условия k(X

o
)  

o
, k = 1,2, или в общем виде:  


o
 ≤ k(X

o
), k= K,1 . Действительно,  

       1(X
o
) = (f1(X

o
)-f1

o
)/(f1

*
-f1

o
) = 0. 6071,…, 4(X

o
) = (f4(X

o
)-f4

o
)/(f4

*
-f4

o
) = 0. 6071. 

С социальной точки зрения математическая модель рынка (25)–(29) ре-

ализует цели всех участников рынка (производителей и потребителей) и явля-

ется социально направленной, эта модель соответствует социалистическому 

способу производства.  

Анализ модели совершенной конкуренции.  

Для оценки модели (25)–(29) рассмотрим агрегированную модель совер-

шенной конкуренции. Для этого объединим данные производства и введем не-

которые преобразования: объем продукции, произведенной первым производи-

телем, обозначим как X1 = x1+x2, а вторым как X2 = x3+x4. Отсюда цели и ограни-

чения задачи(25)–(29) примут вид:  

optF(X) = {maxf1(X) = 10X1, maxf2(X) = 10X2,                       (41) 

minf3 (X) = 25Х1+25Х2, minf4(X) = 25Х1+25Х2}                      (42) 

при ограничениях 3500 ≤ 25Х1 + 25Х2 ≤ 5000, 3500 ≤ 25Х1 + 25Х2  ≤ 5000,          (44) 

 40Х1 ≤ 5000, 40Х2  ≤ 5000, Х1, Х2  ≥ 0.                             (45) 

В итоге получаем агрегированные показатели: 

X
o
 ={(X

o
) = 0.6071  x1= 81.7857  x2 = 81.7857}, Lo =  

o
= -0.6071 

fX0 ={817.9 817.9  4089.3  4089.3} 

LX0 = {0.6071  0.6071  0.6071  0.6071}. 

Покажем точку оптимума X
o 
в системе Matlab на рис. 3. 

Х
о
 – точка оптимума, полученная при (четырех) равнозначных критериях, 

т. е. с учетом всех производителей и потребителей. 

Область ограничений X
*

1
, X

*

2
, X

*

3 , X
*

4
 и X

o
, представленные на рис. 2  

в агрегированной системе координат x1, x2, покажем на трехмерном графике 

(рис. 3), где в качестве третьей координаты используем ось  – относительные 

оценки. 

На этом рисунке представлены четыре функции (в относительных еди-

ницах), определяющие цели, во-первых, индивидуальных производителей (41): 

1(X) =
o*

o

ff

 (X) - ff

11

11


, 2(X) =

o*

o

ff

 (X) - ff

22

22


, 

где f1(X) =10Х1,  f2(X) =10Х2 – текущее значение 1,2-го критерия в точке XS; f k



=1250 – величина k-го критерия в точке оптимума X


k , k = 1,2; f
o

k = 150 – 

наихудшая величина k-го критерия в точке X
o

k , k = 1,2; 

и, во-вторых, обоих потребителей (42): 

3(X) =
o*

o

ff

 (X) - ff

33

33


, 4(X) =

o*

o

ff

 (X) - ff

44

44


,                            (46) 
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где f3(X) = f4(X)=25Х1 + 25Х2 – текущее значение 3, 4-го критерия в точке XS; 

 f


k  = 3500 – величина k-го критерия в точке оптимума X


k , k = 3; f
o

k = 5000 – 

наихудшая величина k-го критерия в точке X
o

k , k = 3,4. 

 
 

Рис. 3. Целевые функции производителя  

и потребителя на области спроса-предложения 

 

На рис. 3 область ограничений, как и на рис. 2, представлена точками X
*

1
, 

X
*

2
, X

*

3 , X
*

4
, образующих четырехугольник, который искусственно опущен до 

 = -1, (чтобы был виден). На нем также показана точка X
o
.  

Точка X
o 

учитывает целенаправленность производителей и потребителей 

продукции. Она является седловой, в ней: 

во-первых, критерии равнозначны 
o 

= 1(X
o
) = 2(X

o
) = 3(X

o
) = 4(X

o
) = 

= 0.607, т. е. в этой точке интересы (критерии) как производителей, так и по-

требителей учтены в равной мере; 

во-вторых, это равенство максимальное, т. е. не существует другой точ-

ки, в которой бы увеличение одного критерия не приводило бы к уменьшению 

другого, причем такая точка только одна;  

в третьих, в терминах стоимостей финансовые затраты производителей  

и потребителей также равны между собой: 

fq(X)=


Q

q 1




L

l 1

(pql+aql)xql=fl(X)=


L

l 1




Q

q 1

cqlxql,                (47) 

т. е. агрегированный спрос равен агрегированному предложению. 

Моделирование поведения только производителей в модели совер-

шенной конкуренции  
Для оценки поведения только производителей в модели рынка (25)–(29) 

используются два критерия: 

оpt F(X) ={max f1(X) = 10X1,max f2(X) = 10X2,                       (48) 

при ограничениях                   (43)–(45).                                                     (49) 
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и соответствующей -задачи (36)–(40), которая в итоге примет вид: 


o
= max ,                                                      (50) 

 -
o*

o

ff

fx  x

11

121 1010



   0,  -
o*

o

ff

fx  x

22

243 1010




  0                    (51) 

 

при ограничениях (39), (40).                                                   (51) 

В результате решения -задачи получаем:  

X
opt

12
= {x1= 50.0, x2 = 50.0, x3= 50.0, x4= 50.0} – точку оптимума 


opt

12
= 0.7727 – максимальную относительную оценку; 

 f1(X
opt

12
) = 1000, f2(X

opt

12
) =1000 – величины целевых функций в этой точке; 

1(X
opt

12
) = 0. 7727, 2(X

opt

12
) = 0. 7727 – величины относительных оценок. 

Для оценки модели (48)–(50) рассмотрим агрегированную модель совер-

шенной конкуренции, аналогичную (41)–(44), и представим геометрическую 

интерпретацию взаимосвязи в системе Matlab (рис. 4).  
 

 
 

Рис. 4. Целевые функции производителей 1(X
o
), 2(X

o
)  

в области спроса-предложения 
 

Точка X
opt

12
 учитывает целенаправленность обоих производителей про-

дукции в совокупности, деятельность которых в относительных единицах 

представлена кривыми 1(X) и 2(X). Эти кривые на рис. 4 проходят через точки 

X
*

1 X
opt

12 X
*

2 и принимают следующие значения: 

1(X
*

1 ) = 1, 1(X
opt

12 ) = 2(X
opt

12 ) = 0.7727 , 2(X
*

2 ) = 1. 

Чтобы показать переход из X
*

1 в X
*

2 , они соединены отрезками. Понятно, 

что точка X
opt

12 оптимальна по Парето, ибо нельзя улучшить один из критериев, 

не ухудшая второй.  

Эти кривые, как указывалось ранее, представляют собой модель Курно, 

Штакельберга, Бертрана и Эджуорта [11, 12] в относительных единицах, и от-
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ражают конкуренцию, которая возникает во взаимоотношениях двух произво-

дителей (фирм). Математическая модель рынка (25)–(29) может отражать цели 

любого количества товаропроизводителей и потребителей. 

О недостатках моделей, подобных Курно, говорилось и раньше, но не 

было математического аппарата, учитывающего влияние (целенаправленность) 

различных фирм. И только векторная оптимизация, в которой методы решения 

задач построены по принципу гарантированного результата и нормализации 

критериев, позволила решить эту проблему. 

В терминах стоимостей финансовые затраты производителей и потреби-

телей также равны между собой, т. е. выполняется равенство (47), но оно учи-

тывает интересы только потребителей. Действительно, точке оптимума X
opt

12
 

соответствуют относительные оценки 1(X
opt

12
) = 2(X

opt

12
) = 0.7727, а точке оп-

тимума X
o
 – максимальная относительная оценка 

o
=0. 6071. Разность 

𝛿 = 1(X
opt

12
) - 

o 
= 0.7727 - 0. 6071 = 0.1656 

характеризует объем прибыли, который присваивается производителями, не-

взирая на цели потребителей.  

С социальной точки зрения математическая модель рынка потребителей 

(50)–(52) реализует цели всех производителей, т.е. получение максимальной 

прибыли, эта модель соответствует капиталистическому способу производства.  

Моделирование поведения только потребителей в модели совершен-

ной конкуренции 

Для оценки поведения только потребителей в модели рынка (25)–(29) ис-

пользуются два критерия: 

opt F(X) ={ min f3 (X) = 25Х1+25Х2, min f4(X) = 25Х1+25Х2},         (53) 

при ограничениях  (43)–(45).                                                                                 (54) 

и соответствующей -задачи (36)-(40), которая в итоге примет вид: 


o 
= max ,                                                      (55) 

 -
o*

o

ff

fx  x

33

331 5050




  0,  -

o*

o

ff

fx  x

44

442 1050




  0,              (56) 

при ограничениях (39), (40). 

В результате решения -задачи получаем:  

X
opt

34 ={x1= 40.0, x2= 40.0, x3 = 40.0, x4 = 40.0} – точку оптимума; 


opt

34 =0.6667 – максимальную относительную оценку; 

 f3(X
opt

34 ) = 4000, f4(X
opt

34 ) = 4000 – величины целевых функций в этой точке; 

3(X
opt

34 ) = 0. 6667, 4(X
opt

34 ) = 0. 6667 –величины относительных оценок. 

Для оценки модели (55)–(56) рассмотрим агрегированную модель совер-

шенной конкуренции, аналогичную (41)–(44), и представим геометрическую 

интерпретацию взаимосвязи в системе Matlab (рис. 5).  

Точка X
opt

34  учитывает целенаправленность обоих потребителей продук-

ции в совокупности, деятельность которых в относительных единицах пред-
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ставлена кривыми 1(X) и 2(X). Эти кривые на рис. 5 проходят через точки X
*

3

X
opt

34 X
*

4
и принимают следующие значения: 

3(X
*

3 ) =1, 3(X
opt

34 ) = 4(X
opt

34 ) = 0.6667 , 4(X
*

4
) = 1. 

Чтобы показать переход из X
*

3 в X
*

4
, их соединяем отрезками. Понятно, 

что точка X
opt

34 оптимальна по Парето, ибо нельзя улучшить один из критериев, 

не ухудшая второй. 

 

 
 

Рис. 5. Целевые функции потребителей 3(X
o
), 4(X

o
)  

в области спроса-предложения 

 

С социальной точки зрения математическая модель рынка потребителей 

(53)–(54) реализует цели всех потребителей, т.е. игнорирование целей произво-

дителей; эта модель соответствует рабовладельческому способу производства. 

Заключение  

В рассмотренной оптимизационной модели рынка и его числового вари-

анта впервые исследована структура рынка с учетом целей как производителей, 

так и потребителей в совокупности. Полученный результат (структура рынка 

совершенной конкуренции) показывает социальную направленность деятель-

ности каждого из множества производителей и потребителей с точки зрения 

способа производства. Таким образом, математическая модель рынка, пред-

ставленная векторной задачей математического программирования, может слу-

жить основой для моделирования и прогнозирования развития рынка. Автор 

готов предоставить разработанные модели и программное обеспечение для ре-

шения задач моделирования и прогнозирования развития различных рыночных 

структур. 
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